AGREGATION DE MATHEMATIQUES 1998
Math Géné 1/4

composition de mathématiques générales

Avertissement.

Les parties I et I sont indépendantes du reste du probléme. Le candidat est libre de traiter le probléme
dans I’ordre qu’il souhaite en admettant clairement des résultats énoncés dans des questions précédentes du
probléme. Il sera tenu le plus grand compte de la clarté et de la précision de la rédaction.

Notations.
Si A est une partie d’un ensemble B, on notera B A le complémentaire de A dans B. Soit € un espace
affine euclidien. On note || ||1a norme de I’espace vectoriel euclidien dirigeant €. Par sous-espace de €, on

entend sous-espace affine de € muni de la structure euclidienne induite. Pour tout point ¢ de € et tout réel
r>0, on note B(c, r) (resp. S (c, r)) la boule ouverte (resp. la sphére) de centre c et de rayon r, ¢’est-a-dire :

B(c, r)={p€i‘§| "p—c“ <r} et S(c,r)=[pE‘8‘ “p-C" =r}.

Toutes les boules ou sphéres considérées dans le probléme sont de rayon strictement positif. On appelle
cercle une partie C de % telle qu’il existe un sous-espace % de € de dimension 2, un point c de %P et un réel
r>0 tel que C=% N S(c, r). On appelle alors disque de bord C I'ensemble D={pe® | "p —cll = r}.

PARTIE 1

Soit ¢ un espace affine euclidien de dimension 2. On veut montrer que I’on ne peut pas recouvrir € par
un famille de cercles disjoints. Soit (C,);¢, une partition de € en cercles C; de rayon r; >0 on note D, le
disque de bord C,.

1. Construire une suite (i,),en d’éléments de I telle que :

D,, €D, et r lslri
n+ n n+ 2 n
pour tout .
2. Quedirede () D, ?
nEN
3. Conclure.
PARTIE II

Scit € un espace affine euclidien de dimension 3.

1. Soint p et g des points distincts d’un cercle C et soit D le disque de bord C. Montrer que D - {p, g} est
réunion disjointe de segments de droites de longueur non nulle (on dessinera d’abord soigneusement la
famille choisie et on démontrera ensuite qu’elle convient).

2. Soient p et q des points distincts d’une sphere S. Montrer que I’on peut recouvrir S — {p, ¢} par une famille
de cercles disjoints (on pourra utiliser la question précédente).

Soient A une droite de € et O un point de A.

3. Montrer que I’on peut trouver une famille de cercles (C,), <z telle que :
— les centres des cercles C,, soient sur A;

.— toute sphére de € de centre O coupe |J C, en exactement deux points (on dessinera d’abord
mezZ

soigneusement la famille choisie et on démontrera ensuite qu’elle convient).

4. Montrer que € est réunion disjointe de cercles.






