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Analyse 1/6 

Notations et Objectifs 

Le but du problème est d’étudier, dans certains cas particuliers, les possibilités d’extension 
d’applications linéaires continues définies sur un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel 
n orm é. 

Tous les espaces vectoriels normés considérés ont pour corps de base le corps R des nombres 
réels. 

On note 1,M et 1; l’espace vectoriel R n  muni respectivement des normes définies, pour un 

vecteur z = ( z l ,  t 2 r . .  . z n ) ,  par llzlloo = max lztl et 11z112 = Jm. 
Soit E un espace vectoriel muni d’une norme II 11. On note BE = {z E E, 11z11 \< 1) la boule 

unité de E. 
Si E et F sont des espaces vectoriels normés, on note L ( E ,  F) l’espace des applications 

linéaires continues de E dans F, muni de la norme usuelle (IuII = S U ~ { ~ ) U ( ~ ) ~ / F , Z  E B E } .  On 
désigne par E‘ l’espace L ( E ,  R) des formes linéaires continues sur El et par E” l’espace (E‘)’. 

Si une application linéaire x’ de E dans F vérifie, pour tout élément z de E l  Ilx(z)ll~ = 1 1 ~ 1 1 ~ ~  
on dit que x réalise un plongement de E.dans F .  Si x est, en outre, bijective, on dit que x est 
une isométrie, et que E est isornétrique à F .  

Soient F un  espace vectoriel, E et El des sous-espaces vectorieb supplémentaires de F .  
On rappelle que le projecteur p = P E , E ,  de F sur E ,  parallèlement à E l ,  est l’unique 
endomorphisme de F tel que, pour tout z E E l  on ait p ( z )  = t et, pour tout z E E l ,  
on ait p ( x )  = O .  L’a symétrie s = S E , E ]  par rapport à El parallèlement à El ,  est l’unique 
endomorphisme de F tel que, pour tout z E E l  on ait s(t) = t et, pour tout z E 81, on ait 
~ ( z )  = -z. Dans ces conditions, s et p sont liés par la relation s = 2 p  - I d F ,  OÙ I d F  désigne 
l’application identique de F. On rappelle q u ’ u n  endomorphisme p de F est un projecteur si, et 
seulement si, p o p  = p ,  et qu’un endomorphisme s de F est une symétrie si, et seulement si, 
s O S = I d F .  
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E. étant un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel n o m é  F ,  on pose 

~ ( E I  F) = gf IIPE.EI II et  o ( E ,  F) = in f  I IS€,El  1 1 1  
EI 

les bornes inférieures portant sur tous les sous-espaces vectoriels El , supplémentaires de E dans 
F ,  tels que P E , E ]  soit continu. S’il n’existe pas de projecteur continu de F sur  El on écrit 
n ( E ,  F )  = +w et o(E, F) = $00. 

Soit X un  réel supérieur ou égal à 1. On dit qu’un espace vectoriel normé E est de type 9px 
si, pour tout espace vectoriel normé H, pour tout sous-espace vectoriel G de H ,  et pour toute 
application linéaire continue u de G dans El il existe un prolongement continu v de u à H tel 
que 1 1 0 1 1  < XIIull. On note alorsw(E) la borne inférieure de l’ensemble des réels X tels que E soit 
de type $PA. Si E n’est de type 9’px pour aucune valeur de A, on pose w ( E )  = +oc 

On admet la forme suivante du Théorème de Hahn-Banach : Soit G u n  sous-espace 
vectoriel de l’espace vectoriel normé H ; pour toute forme linéaire continue t* de G‘, il existe 
un prolongement y* appartenant à H‘, de même norme que t*, c’est-à-dire tel que lly*ll = 11z*11 
et y* lc  = z*. Il revient au même de dire que R est de type !Pl. 

La partie I étudje des exemples. 
La partie II est consacrée à des résultats préliminaires 
La partie III établ:’:, pour certains sous-espaces vectoriels E de 1:’ une minoration de 

Dans la partie IV on démontre le théorème de John, qui entraîne une majoration générale 

Les parties III et I V  sont, dans une large mesure, indépendantes. 

(Er F).  

de T(E, F )  en fonction de dim F .  




