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composition de mathématiques générales

Tous les résultats introduits par “On remarquera que...” peuvent étre utilisés sans dé-
monstration et ne doivent pas étre démontrés.

Partie 1

Partitions d’un entier

On appelle partition d’un entier n une suite A = (rg),, d’entiers naturels tels que
+o0 -
Z kri = n. L’entier ri s’appelle la multiplicité de k dans la partition A.

k=1
Si r, > 1 on dit que k est une part de la partition. Il existe une unique partition de 0, elle

ne posséde aucune part et se note 0. La partition A = (rx),, de n se note formellement
+oo

(17272 ...). La taille de la partition A = (r¢),~, est par définition l'entier r = Erk. Si
k=1

A n’est pas la partition 0, il sera pratique de noter ses parts dans 'ordre décroissant de

leur valeur A; > Ay > --- 2 A, > 0. Pour une partition A, on définira la suite (’\i)ieN‘ de

ses parts en complétant la suite précédente par A\; = 0 pour ¢ > r + 1.

Donnons un exemple : (1,0,2,0,1,0.---) est une partition de n = 12 associée a la décom-

position 12 = 5+:3 + 3+ 1. Elle se note (1! 2°324%5' -..) ou (1! 3?5!). Elle est de taille

r=4detonali;=5A=A3=3 =1

On constatera ( sans avoir a en faire la preuve) que, réciproquement, la donnée d’une suite

(Ai)ien- telle qu'il existe un entier r vérifiant

M>XA> 22X >0 et A\=0pouri>r+1-

+o0
détermine une unique partition A de l'entier n = Z A; dont la taille est T et dont la suite

=1
des parts est la suite donnée. L'entier n s’appelle alors le poids de la partition A et se note
Al
On peut représenter A par un diagramme de n carrés rangés en r lignes, la i*™® ligne
contenant exactement A; carrés.

Un exemple : la partition précédente est associée au diagramme :
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Si l'on transpose le diagramme d’une partition A = (rx),>, de n par rapport & la diagonale
(de telle sorte que la *™ colonne devienne la i#™e ligne)-on obtient un diagramme associé
a une nouvelle partition A = (rk)k>1 de n, que l'on appelle la conjuguée de A. Dans
P'exemple on obtient la partition 12 = 4+ 3+ 3+ 1+ 1. La taille de-)\’ sera notée r’ et la
suite de ses parts (A});cn--

1) Expnmer / ainsi que les 7} & l'aide des A;. En déduire expression des A; én fonction
des 1y, puis des A] en fonction des ry.

On remarquera que A; = Card {i; A; > j}.

Si A et p sont deux partitions, dont les suites des parts sont respectivement (A;);cn. €t
(i)ien-» On écrira A C p si et seulement si A; < p; pour tout entier i plus grand que 1.

2) Montrer que (A C p) si et seulement si (A’ C u').

Définissons deux additions sur ’ensemble P des partitions par des opérations géométriques
sur les diagrammes qui leur sont associés.

En additionnant & chaque ligne du diagramme associé & la partition A de n la ligne
correspondante du diagramme de la partition 4 de m, nous obtenons une partition notée
A+ p de n + m. Une opération similaire sur les colonnes des diagrammes nous donne la
partition A@® u de n+ m.

3) Quel est le lien entre les opérateurs +, € et ' ?

Partie 2

Quelques lemmes

4) On se place dans l'algebre Q[X, T des polynémes a deux indéterminées sur le Corps
des rationnels.

a) Montrer qu'il existe une famille de polyndémes en une seule indéterminée &
coefficients entiers positifs, notés P, x(X), 0 £ k < n, telle que pour tout entier
n:

H(l + X'T) = ZX-LHP,, (X)T*

1=0

On prendra pour convention Py = 1.

b) Déterminer la relation de récurrence définissant de maniere unique la famille pré-
cédente.

5) On considére la famille de fractions rationnelles

_ (1 —X"‘H‘l)---(l __Xn)
FnJc(X)" (I—X)(I—Xk) '

pour 1 <k <net F,o=1, n et k entiers positifs.

a) Montrer que F, x est en fait un polynéme & coefficients entiers positifs.

b) Quel est son degré?

c) Prouver I'égalité de Fy, x et Fn n—k, pour tout couple (n,k) d'entiers vérifiant
0<k<n



