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composition de mathématiques générales Durde : 6 

Avertissement : Les trois premières parties sont indépendantes. On y 
établit des résultats utilisés dans la quatrième partie. 

Notations et définitions. 
On désigne respectivement par N, Z, Q, R, et C ,  l’ensemble des entiers naturels, 
l’anneau des entiers relatifs, le corps des nombres rationels, le corps des nombres réels et 
le corps des nombres complexes. 

On désigne par 1 z 1 le module du nombre complexe z .  Si k et 1 sont des entiers positifs 
ou nuls, avec k 5 1, on désigne par (:) le coefficient binômial &!. Par convention, 
O! = 1. 

Soit A un anneau. Si p et q sont des entiers strictement positifs, M p , q ( A )  désigne 
l’ensemble des matrices à p lignes et à q colonnes à coefficients dans A.  Lorsque p = q, on 
allège la notation en M p ( A ) .  

Soit B E Mp,q(A) .  On désigne par ‘ B  la matrice transposée de B. 
Pour p 1 1, on munit RP de sa structure euclidienne canonique, et on désigne par II 1 1  

la norme euclidienne: si 

alors 1 1  s 1 1  = (cE, s,2)+. 

Soit B E M p , q ( R ) .  On munit RP et Rq de leurs bases canoniques; B détermine 
alors une application linéaire de RP vers Rq, et on désigne par II B I I  la norme de cette 
application linéaire pour la norme euclidienne sur RP et RQ. Autrement dit 

Première Partie: Spectre des matrices positives. 

Définitions: Soient m et n des entiers strictement positifs. 
(1) On dit qu’une matrice rectangulaire A E hfm,n(C) est positive (resp. strictement pos- 

i t ive) si tous ses coefficients sont des réels positifs ou nuls (resp. strictement positifs). 
En particulier, pour n = 1, on dit qu’un vecteur de C” est positif(resp. Strictement 
pos i t i f )  si toutes ses coordonnées sont des réels positifs ou nuls (resp. strictement 
positifs). 

Mise en garde: 
On prendra garde à ne pas confondre cette notion avec celle de matrice d’un endo- 

morphisme symétrique réel à valeurs propres positives. 
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On dit qu'une matrice carrée A E M n ( C )  est réductible s'il existe une matrice de per- 
mutation (c'est-à-dire une matrice possédant un seul coefficient non nul dans chaque 
ligne et dans chaque colonne, ce coefficient valant 1) P E M , ( C )  telle que P.A.P-' 
soit de la forme: 

où B et D sont des matrices carrées, et O est la matrice nulle de format correspondant. 
Autrement dit, A peut être mise sous cette forme en effectuant une permutation sur 
ses lignes et la même ,permutation sur ses colonnes. 

On dit qu'une matrice carrée est irréductible si elle n'est pas réductible. 

Soit A E M n ( C )  une matrice carrée positive irréductible et soit y E C n  un vecteur 
positif non nul . 
(a) Soit z = (1 + A)y. Montrer que z est un vecteur positif et que le nombre de 

coordonnées nulles de z est strictement inférieur au nombre de coordonnées nulles 
de y. 

(b) Montrer que toutes les coordonnées de (1 + 
(c) Montrer que la matrice (1 + 

y sont strictement positives. 
est strictement positive. 

Soit, A E M n ( C )  une matrice carrée positive irréductible. On appelle ai, j ,  
n ses coefficients. Pour 

1 5 i , j  5 

on appelle ( A x ) , ,  . . . , ( A x ) ~  les composantes du vecteur A z .  
Soit 

X =  (II) 
X n  

un vecteur positif non nul . Soit 1 c { 1,. . . , n }  l'ensemble des indices i tels que 
x i  # O. On pose: 

(Ax ) i r ( x )  = min - 
SEI x i  

Montrer que r ( r )  est le plus grand réel p tel que: Vi  = 1,. . . ,n, 
Montrer que la restriction de la fonction r à l'ensemble Q+ des vecteurs dont 
toutes les coordonnées sont strictement positives est continue. 
Soit 

p x i  _< (AL)*.  

(i)Montrer que l'image de E par (1 + 
Q+. On note F cette image. 
(ii) Soit x E E et y = (1 + A)"-'z. Montrer que r ( x )  5 .(y). 

est une partie compacte non vide de 
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(iii) Montrer que la fonction 5 I+ r ( x )  définie sur E (resp. sur F) y atteint sa 
borne supérieure et que: 

maxr(z) = maxr(y). 
Z E E  Y € F  

(iv)On appelle r la borne supérieure introduite en (iii). 
Montrer que r est strictement positif. 

On garde la notation introduite dans (r)(iv) dans les questions (d), (e), ( f )  et (g). 

(d) Soit z E E tel que r ( z )  = r .  Montrer que z est un vecteur propre de A ,  de valeur 

Indication: On pourra considérer le vecteur t = (1 + A)"-'r et montrer que si Az - r z  
n'est pas nul, alors At - r t  est un vecteur strictement positif. 

(e) Montrer que si z E E satisfait à r ( z )  = r ,  alors toutes ses coordonnées sont 

( f )  Soit a une valeur propre de A, et 

propre r .  

strictement positives. 

Y1 

Yn 

E cn 

un vecteur propre de valeur propre o. Soit 

Y+ = 

Montrer que le vecteur Ay+- 1 o 1 y+ est positif, puis que 1 o 15 r .  

1. 
( g )  Montrer que la dimension du sous-espace propre associé à la valeur propre r est 

Indication: On pourra commencer par montrer que pour tout vecteur propre y de valeur 
propre r ,  le vecteur y+ défini comme ci-dessus est encore un vecteur propre de valeur 
propre r .  

3. Soit A E Mn(C) une matrice carrée positive irréductible. Montrer que A ne peut pas 
posséder deux vecteurs propres positifs linéairement indépendants. 

4. Soient A = ( a i , j )  E M,(C) matrice carrée positive irréductible et B = ( b i , j )  E M,(C) 
telle que: 

V i , j € { 1 ,  ..., n} I b i , j  I<a i , j .  

On appelle r la valeur propre positive de module maximal de A (cf 2.). 
(a) Montrer que si 7 est une valeur propre de B,  alors 1 y 1 < r .  
(b) On suppose de plus que B est positive et que B # A. Montrer que si 7 est une 

valeur propre de 23, alors 1 7 1 < r .  
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5 .  Soit A E Mh(C) une’matrice carrée strictement positive (on notera que A est 
la valeur propre positive de module maximal de A.  Montrer irréductible), et soit 

que si Q est une autre valeur propre de A ,  on a: 1 Q 1 < r .  

6. Soit A E M,( C )  une matrice positive telle qu’il existe un entier p 2 1 tel que AP soit 
strictement positive. 

(a) Montrer que A est irréductible. 

(b) Montrer que pour tout autre valeur propre a de A on a :I a I <  r .  
Soit r sa valeur propre positive de module maximal. 

7. On dit qu’une matrice rectangulaire B E Mm,n(C) est n o n  redondante si aucune de 
ses lignes ni aucune de ses colonnes n’est nulle. 
Une matrice non redondante B E M,,,(C) est dite décomposable s’il existe des ma- 
trices de permutation P E Mn(C) et Q E M,(C) telles que P.B.Q soit de la forme: 

où B‘ et B“ sont des matrices rectangulaires. 
Une matrice rectangulaire B est dite indécomposable si elle est non redondante et n’est 
pas décomposable. 

Soit B E Mm,,,(C) et posons: 

Montrer que B est indécomposable si et seulement si C est irréductible. 
Soit B E Mm,n(R) une matrice à coefficients réels positifs où nuls. 
Montrer que si B est indécomposable alors BtB et tBB sont irréductibles et 
satisfont à la conclusion de 6.(b). 

Deuxième Partie: Algèbres de matrices. 

Définitions, notations, rappels: 
Soit K un corps. On rappelle qu’une K-algèbre associative avec un i t é  est un K -  

espace vectoriel ( A ,  +, .) muni d’une structure d’anneau avec unité ( A ,  +, x) , tel que les 
lois de groupe abélien ( A ,  +) soient les mêmes pour les deux structures, et que la loi de 
multiplication x de la structure d’anneau soit une application hi-bilinéaire de A x A vers 
A. Soient A et B des algèbres associatives avec unité. Un morphisme d’algèbres de A 
vers B est une application K-linéaire de A vers B qui est de plus un homomorphisme 
d’anneaux avec unité. Soit A une algèbre associative avec unité; une sous-algèbre de A est 
un sous-espace vectoriel qui est aussi un sous-anneau qui possède le même Clément unité 
que A .  Dans la suite dv problèpp, K est R ou C, et, lorsque le contexte est clair, on parle 
simplement d’algèbre associative avec unité, ou même d’algèbre associative. 

Soit A une algèbre associative, N une partie de A,  a et b des Cléments de A. On 
désigne par a N b  l’ensemble des Cléments de A de la ,forme anb,  où n décrit N .  

Soit A une algèbre associative. On dit qu’un Clément p de A est un idempotent s’il 
satisfait à: p 2  = p .  Un idempotent central est un idempotent qui appartient au centre de 
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A,  c’est-à-dire qui commute à tout Clément de A. Soit n un entier supérieur ou égal à 2; 
on dit que des idempotents p l , .  . . ,pn sont orthogonaux s’ils vérifient: pour i # j, pip, = 

Soit M une algèbre de matrices (i.e M = M,(K), où K est un corps) et S une 
partie de M .  On appelle cornmutant de S dans M ,  et on le note S’ ou C(S), l’ensemble 
{ m E M I m s = s m  VSES} .  

pjpi = o. 

On désigne par M l’algèbre Mn(C) .  Pour 1 5 i,j 5 n, on désigne par Ei,j la matrice 
dont le seul coefficient non nul est celui situé à l’intersection de la i-ème ligne et de la j-ème 
colonne et vaut 1. 

Indication: si 2 # O est dans J, on pourra considérer les Cléments El,izEj,l, 1 5 i, j, 2 5 n. 
1. (a) Soit J un idéal bilatère non nul de M .  Montrer que J = M .  

(b) Quel est le centre de M ? 

2. Soit V un espace vectoriel complexe de dimension finie m. On désigne par End(V) 
l’algèbre des endomorphismes de V. Soit p : M + End(V) un morphisme d’algèbres 
avec unité. 
(a) Soit, pour i = 1,. . . , n, V, l’image de p(Ei,i). Montrer que V = @?==,Vi. 
(b) Montrer que si k # j, la restriction de p(Ei,j) à Vk est nulle, et que la restriction 

(c) On pose d =dim(Vl), et on fixe une base( e l , .  . . , e d )  de VI. Pour tout k = 1 , .  . . , d,  
de p(Ei,j) à 6 définit un isomorphisme de Vj sur V,. 

soit N’k le sous-espace vectoriel de V engendré par les éléments: 

(i) Montrer que pour tout k = 1,. . . , n, Wk est un sous-espace vectoriel de di- 
mension n, dont les Cléments ci-dessus forment une base. 
(ii)Montrer que V z  E M , p ( z )  envoie Wk dans Wk. On notera alors p k ( 2 )  

l’endomorphisme de Wk donné par la restriction de p ( 2 )  à W k .  

(iii)Montrer que dans la base décrite au (i), la matrice de p k ( 2 )  est 5. 
(iv)Montrer que V = @;=,Wk. 
(v)Montrer que dans la base de V obtenue en écrivant à la suite les unes des 
autres les bases respectives de Wl, . . . , Wd évoquées au (i), la matrice de p ( z )  est 
la matrice diagonale par blocs: 

5 O ... O (; x 1:; :) 
... ... 

(d) Soit p : M n ( C )  -, M , ( C )  un morphisme d’algèbres avec unité. Montrer que p 
est injectif et que rn est un multiple de n. 

3. On conserve les notations du 2. 
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Soit A un endomorphisme de V qui commute avec tous les p(z),  z E M. On 
considère sa matrice dans la base du 2.(c)(v), que l’on écrit comme une matrice 
par blocs: 

(Al1 Ald)  
1 .  . I  

où les A,, sont des matrices carrées dans Mn(C). Montrer que chaque matrice 
A,, est une matrice scalaire. 
Montrer que l’ensemble des endomorphismes de V qui commutent avec tous les 
p(x ) ,  x E M ,que l’on note p ( A f ) ’ ,  est une sous-algèbre de End(V) isomorphe à 
l’algèbre des matrices Md(C), et que l’ensemble des endomorphismes de V qui 
commutent avec tous les éléments de p(A4)’ est exactement p( M ) .  

4. Soient A l ,  Az, . . . , A, des algèbres de matrices (i.e chaque Aj = Adnj (C) pour un 
entier nj 2 1). On rappelle que la formule suivante permet de munir le produit 
N = A l  x A2 x . . . x A ,  d’une structure d’algèbre associative avec unité: 

Pour j = 1, . . . , m. on note i j  : Aj t N ,  7rj : N + A, les applications données par: 

i j ( a )  = (O,. . . ,O,a,O,.  . , ,O) (afigureenpositionj) 

Ce sont des morphismes d’algèbres avec unité, respectivement injectif et surjectif. On 
identifiera -4, avec son image i3(a41) dans N ,  si bien que N = @y=lA, et que T, 

s’identifie à la j-ème projection de cette décomposition en somme directe. On dit que 
N est une somme directe d’algèbres d e  matrices. 
Dans la suite, lorsqu’on considèrera une somme directe d’algèbres de matrices $ ~ = l A , ,  
on la considèrera toujours munie de la structure d’algèbre associative avec unité 
provenant de l’identification de 6’Jm=1A, avec Al  x A2 x - .  - x A,. 
On note 1, l’élément unité de A,, et p j  son image dans N par 2,. 

(a) Montrer que p l , .  . . , p ,  sont des idempotents deux à deux orthogonaux, de somme 

(b) Déterminer le centre de N .  
(c) Déterminer les idempotents centraux de N .  
(d) On dit qu’un idempotent central p de N est minimal si pour tout autre idempotent 

central q de II’ tel que p q  # O, on a : pq = q p  = p .  Déterminer les idempotents 
centraux minimaux de N .  

égale à 1’ &ment identité de N .  

5. Soit X = $F=1A3 comme au 4., et W un espace vectoriel complexe de dimension h i e .  
Soit p : N 3 End(U’) un morphisme d’algèbres avec unité supposé injectif. 
(a) Pour tout j = 1,. . . , nz, on appelle Wj l’image de p(pj). Montrer que W = 

(b) Soit y un Clément de P(Aj). Montrer que, pour k # j, y agit par O dans Wk, et 
que y envoie Wj dans lui-même. 
Ceci permet, pour chaque j = 1,. . . , rn, de considérer la restriction de p à Aj 
comme un morphisme de A j  dans End(Wj), encore noté p. 

@,”=lW,. 

6. 
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Montrer que ce morphisme A; + End(W;) est injectif, et qu'il existe une base 
de W; telle que, pour tout z dans A;,  la matrice de p ( x )  dans cette base est une 
matrice diagonale par blocs: 

2 O ... (; x 1:: 8) 
. . .  . . .  

On appelle d, le nombre de blocs. 
On note C ( N )  l'ensemble des endomorphismes de W qui commutent à tous les 
p ( z ) ,  z E N .  Montrer que C ( N )  = @,"=,p(p,)C(N)p(p,). 
Montrer que C ( N )  est isomorphe à la somme directe d'algèbres de matrices 
@y=lMd, (c). 
Montrer que l'ensemble des endomorphismes de W' qui commutent à tout Clément 
de C ( N )  est p ( N ) .  

6. Soient A = Mn(C), B = M,(C) et p : A --t B un morphisme d'algèbres avec unité; 
p est donc injectif (cf. 2.(d)). Pour tout Clément x de A,  on note encore x son image 
p ( x )  dans B. 
(a) Soit q un idempotent non nul de A .  

(i) Montrer que qAq et qBq sont isomorphes à des algèbres de matrices. 
(ii)Soit C ( A )  le commutant de A dans B. Montrer que le commutant de qAq 
dans qBq est qC(A)q. 

(i) Montrer que l'application de A dans qAq envoyant x sur qxq est un isomor- 
phisme d'algèbres avec unité. 
(ii)Montrer que le commutant de qAq dans qBq est qC(k)q. 

(b) Soit q un idempotent non nul de C'(A). 

Troisième Partie: Normes des matrices à coefficients entiers. 

Dans l'anneau Z[X1, . . . , X n ]  des polynômes à n indéterminées et à coefficients entiers, 
on désigne par 6 1 , .  . . , un les polynômes symétriques élémentaires, c'est-à-dire: 

n 

61 = cx;, 6 2  = c xix;, ... ,un =&X2 . . .  xn. 
i = l  l < i < j < n  

On rappelle que si P E Z [ X I , .  . . , Xn] est un polynôme symétrique à coefficients entiers, 
alors il existe un polynôme Q à coefficients entiers tel que: 

Soit n un entier strictement supérieur à 1, et soient w1, .  . . ,wl E C les racines primi- 
tives n-iènies de l'unité. On pose: 
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On rappelle que Q n  est un polynôme à coefficients entiers, qui est irréductible sur 2. 

dominant égal à 1, c’est-à-dire l’ensemble des polynômes de la forme: 
a,  E Z. 

On désigne par li l’ensemble des polynômes à coefficients entiers et de coefficient 

P ( S )  = S’ -  al..^'-' + + (-1)’a,, avec Vi = 1,. . . ,Z  
1. (a) Soit P E [y. On suppose que toutes les racines complexes de P sont dans le disque 

fermé unité centré en O. On pose P ( X )  = X’ - alX’-’ + - - + (-1)’ul. Montrer que: 

Soit 1 un entier positif ou nul fixé. Montrer que l’ensemble des polynômes appar- 
tenant à U, de degré 1 et dont toutes les racines complexes sont dans le disque 
ferni6 unité centré en O est un ensemble fini. 

Soit P dans l’ensemble fini décrit au (b). On appelle p 1 , .  . . , pl ses racines com- 
plexes. Pour tout entier positif ou nul k, on définit un polynôme Pk par: 

i = l  

( i l  Montrer que Vk E N, 
(ii)Montrer qu‘il existe deux entiers strictement positifs distincts j et k tels que: 

(iii) En déduire que toutes les racines de P sont des racines de l’unité. 

Soit P un élément de U .  On suppose que toutes les racines complexes de P sont 
en fdit réelles et contenues dans l’intervalle [-2, 21. Montrer que ces racines sont 
de la forme 2 c o s ( 2 m ) ,  où T est un rationnel. 

Pk est un polynôme à coefficients entiers. 

Pl = Pk. 

Indicatzon: On pourra considker Q ( X )  = X‘P(X + *) (où 1 est le degré de P), montrer 
que Q est un élément de U et qu’on peut appliquer (c). 

( e )  ( i )  Soit n un entier strictement positif et w E C une racine primitive n-ième de 
l’unit;. Soit L c C l’extension de Q engendrée par w. Soit p E C une autre 
racine primitive n-ième de l’unité. Rappeler pourquoi il existe un automorphisme 
Q-linéaire du corps L qui envoie w sur p . 
(ii) Soit P un polynôme à coefficients entiers. On suppose que P possède une 
racine de la forme X = 2cos(27r$), où p et q sont deux entiers premiers entre eux. 
Montrer que 2~047) est aussi une racine de P.  
(iii) Soit P un élément de U ,  de degré 1 ,  et différent de X’.  On suppose que toutes 
ses racines A l , .  . . , X i  sont réelles et dans l’intervalle ouvert 1-2, 2[. Montrer qu’il 
existe un entier q 2 3 tel que: 

7r 
max{ 1 X j  (,j = 1,. . . , 1 )  =  COS(-). 

Q 

2. (a) Soient rn et n des entiers strictement positifs. On pose Z = rn + n. Soit B E 
L V ~ , ~ ( R ) .  On pose: 




