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Math Géné 1/10

composition de mathématiques générales

Durée : 6 heures

Avertissement : Les trois premiéres parties sont indépendantes. On y
établit des résultats utilisés dans la quatriéme partie.

Notations et définitions.

On désigne respectivement par N, Z, Q, R, et C, ’ensemble des entiers naturels,
I'anneau des entiers relatifs, le corps des nombres rationels, le corps des nombres réels et
le corps des nombres complexes.

On désigne par | z | le module du nombre complexe z. Si k et [ sont des entiers positifs
ou nuls, avec k < I, on désigne par (,I:) le coefficient binémial TTIIL—kT' Par convention,
0! =1.

Soit A un anneau. Si p et ¢ sont des entiers strictement positifs, M, ,(A) désigne
I'ensemble des matrices & p lignes et & ¢ colonnes a coefficients dans A. Lorsque p = ¢, on
allege la notation en Mp(A).

Soit B € M, 4(A). On désigne par 'B la matrice transposée de B.

Pour p > 1, on munit R? de sa structure euclidienne canonique, et on désigne par || ||

la norme euclidienne: si
Iy

Tp

alors || z || = (30, z:%)}.

Soit B € M, (R). On munit R? et R? de leurs bases canoniques; B détermine
alors une application linéaire de R? vers RY, et on désigne par || B || la norme de cette
application linéaire pour la norme euclidienne sur R? et RY. Autrement dit,

| B ||= max || Bz ||.

llz||=1

Premiére Partie: Spectre des matrices positives.

Définitions: Soient m et n des entiers strictement positifs.

(1) On dit qu'une matrice rectangulaire A € M, o(C) est positive (resp. strictement pos-
ttive) si tous ses coefficients sont des réels positifs ou nuls (resp. strictement positifs).
En particulier, pour n = 1, on dit qu'un vecteur de C™ est positif (resp. strictement
positif) si toutes ses coordonnées sont des réels positifs ou nuls (resp. strictement
positifs).

Mise en garde:
On prendra garde a ne pas confondre cette notion avec celle de matrice d’un endo-

morphisme symétrique réel & valeurs propres positives.
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(2) On dit qu'une matrice carrée A € M,(C) est réductible s'il existe une matrice de per-
mutation (c’est-a-dire une matrice possédant un seul coefficient non nul dans chaque
ligne et dans chaque colonne, ce coefficient valant 1) P € M,(C) telle que P.A.P~!

soit de la forme:
B O
C D

ou B et D sont des matrices carrées, et O est la matrice nulle de format correspondant.
Autrement dit, A peut étre mise sous cette forme en effectuant une permutation sur
ses lignes et 14 méme pérmutation sur ses colonnes.

(3) On dit qu’une matrice carrée est irréductible si elle n’est pas réductible.

1. Soit A € M,(C) une matrice carrée positive irréductible et soit y € C™ un vecteur
positif non nul .
(a) Soit z = (I + A)y. Montrer que z est un vecteur positif et que le nombre de
coordonnées nulles de z est strictement inférieur au nombre de coordonnées nulles
de y.
(b) Montrer que toutes les coordonnées de (I + A)" "'y sont strictement positives.
(c) Montrer que la matrice (I + A)"~! est strictement positive.

2. Soit A € M,(C) une matrice carrée positive irréductible. On appelle a;;, 1<14,j <
n ses coefficients. Pour

I
T = eCn
Tn
on appelle (Az)y,...,(Az), les composantes du vecteur Az.
(a) Soit
I
I =
xﬂ
un vecteur positif non nul . Soit I C {1,...,n} ’ensemble des indices ¢ tels que
z; # 0. On pose:
. (Az);
r(z) = min (Az)i
€l

Montrer que r(x) est le plus grand réel p tel que: Vi =1,...,n, pz; <(Az);.
(b) Montrer que la restriction de la fonction r & ’ensemble Q% des vecteurs dont
toutes les coordonnées sont strictement positives est continue.
(c) Soit
T n
E={z= eC”|Vi=1,...,n xiZO,Zz?=1}.
Ty 1=1
(i)Montrer que I'image de E par (I + A)"~! est une partie compacte non vide de
Q7. On note F cette image.
(ii) Soit z € E et y = (I + A)"'z. Montrer que r(z) < r(y).






