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SESSION DE 1990 COMPOSITION D’ANALYSE CONCOURS EXTERNE

DuRr©eE : 6 heures

Calculatrice électronique de poche — y compris calculatrice programmable et alphanumérique — d fone-
tionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément d la circulaire n® 80-228 du 38 Juillet 1986. .
-

1l sera renu compte du soin apporté d la rédaction et de la clarté des solutions.

PREAMBULE

Le but du probleme est 'étude de I'équation différenticlle :

(E\..) ' (x) + (A= 2ecos23)ulx) =0,

A3

ou u est une application de R dans R de classe C*, et A et € sont des parametres réels. Les parties 111 et IV sont
consacrées a I'étude de matrices carrées d'ordre 2 et de déterminant 1, et sont indépendantes des parties [ et 11 ;
elles introduisent des méthodes reprises dans la partie VL.

Notations
Si a appartient a C, onnote Re a sa partie réelle, Im a sa partie imaginaire, | a | son module, Arg a son
argument et « son conjugué,

. Si A est une matrice, on note tr A sa trace, det A son déterminant. A" sa puissance n-ieme. Si A est inver-
sible, A" est définie pour nappartenant a Z. On notera dim F la dimension de I'espace vectoriel F.

Pour une fonction u (x, &) ou u, () on notera «’ sa dérivée par rapport a x et « sa dérivée par rapport a A,
quand ces dérivées existent.

Définitions

Une application « {x)de R dans R ou Cest dite:

T-périodique si wlx + TV = u(v), V& R.
T-antipériodique siufx + T} = = ulx). Yx€R

I. SUITES RECURRENTES

Dans toute cette partie I, le parameétre € est supposé strictement positif.

On considere des suites de nombres complexes, indexées par Z . Si ¢ = (c,),e; est une telle suite, on
note o (¢) la suite 0 (¢) = (¢,),ez - On dira que la suite ¢ est paire si o (¢) = ¢, que la suite ¢ est impaire si
o{c) = — c.Ondira que cest bornée a droite si { ¢,,, n = 0} est borné. On dira que ¢ est bornée si ¢ et o (¢)
sont bornées a droite.

Soite > Oeth € R.Onnote L, , I'ensemble des suites ¢ = (¢,),, , verifiant : : L
X E
ECe Y (dn=Nc, +tec, =0, VnEZL.

Pour abréger on notera simplement L = L, , 8'il n'y a pas d'ambiguité. De méme on notera B* = B, * le sous-
espace vectoriel de L. formé des suites borndes a droite, ¢t B = B,  le sous-espace vectoriel de L formé des
suites bornées. :

1. Montrer que L est un espace vectoriel de dimension 2, dont une base est formée d'une suite paire et d'une
suite impaire.

Soit ¢ et d des éléments de L. Montrer que :
Coldyy) = G dy = Gody — ¢y dpy, Y&,
* 2, Soit ¢ € B* . Etudier la convergence de ¢, quand ntend vers + o .

Montrer que B* est de dimension au plus égale a 1.
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3. Soit ¢ un élément de B. Montrer que ¢ est paire ou impaire. Montrer ‘que la borne supérieure M de
Fensemble {1 ¢, |, n € Z | estaticinte. Montrer que si A < — 2 g . alors cest la suite nulle.

4. Onnote by = max (A, 0). Soit ¢ € B et pun entier strictement positif.

1
Montrer que pour tout n telque n 2 p + %()\‘)1 ona:

o M (2 ¢€)
B - NMAn-12-7N .. @dn-p+ 1F=1)

le,l 5

5. Soit ¢ € B. Montrer que pour tout p > 0 il existe une constante M (p) > 0, telle que pour tout # € Z on ait :

- L 1
e, S M(p)exp(—plnl); pour n convenable on pourra utiliser la majoration de 4. avee p = [:,-]

<purtic entiere de '2'> .
11. SERIES DE FOURIER

Dans cette partie on suppose encore € > (), et on considere Péquation (E, ).

1. Soit u (x) une fonction m-périodique de R dans € de classe C®, et soit T ¢, ¢, exp (i2nx) sa série de
Fourier. On note cla suite (¢,), g, avee:

n
¢, = —LI u(t)exp(— i2nide.
tJg .,

Montrer que u (x) est solution de Péquation différenticlle (B, ¢) si et sculementsi la suite e appartient i By "
Fon deduire que wlx est alors paire ou impaire.

. Soit 1 (x) une solution n- penodlque de (E, ). Montrer que la fonction «{x) se prolonge en une fonction
holomorphe sur C tout entier. ’

3. Soit u(x) une fonction de R dans C de classe C®, r-antipériodique. et soit £,¢, ¢, exp (i(2n + 1)x)
sa série de Fourier. On note ¢’ la suite (¢)), ez avec:

= LJ‘1 u(tyexp(— i(2n+ 1)Ade.
T Ja

Montrer que u (x) est sotution de 'équation différenticlle (I,,¢) 8i et sculement si ¢ appartient A B, ol
Bmc.sl Fespace des suites bornées indexées par Z et vérifiant une relation de récurrence que Fon uabhrd

Montrer que dim (B J = 1, que les éléments de B“_ respectent une symétric que lon établira, que
dim(B; ,))=0 si A < T—2¢,a que si ¢ apparticnt a By, o, la fonction u (x) st paire ou impaire.

On admettra le fait qu'une solution -antipériodique de (E,,g) se prolonge en une fonction holomorphe sur
C tout entier.

HL MATRICES

a b :
On considére les ensembles suivants de matrices carrées d'ordre 2 G= Libc,d€ER; ad —bc=|
c «
. a B ‘ —
G= B @ ,a,pEC;aa~pp=1
a

On admettra le fait que ce sont des groupes multiplicatifs.
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