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CONCOURS EXTERNE 

Le but  du p r o b l h e  est I'itutle de I'Gquation clill'6renticlle : 

(El. k )  11'' ( .v) + ( h  - 2 E COS 2 S)  I I  ( X )  = O , 
8 

où i i  est une application de R dans R de classe C?, et h et E sont des paramètres riels. Les parties III et IV sont 
consacrkes à I'itude de matrices carries d'ordre 2 et de clthminant 1, et sont ind6pcndantes des parties 1 et II ; 
elles introduisent des méthodes reprises dans la partie VU. 

Notations 

Si a appartient à C, 'on note Re a sa partic riellc, Im a sa partie imaginaire. I a I son module. Arg a son 

Si A est une matrice, on note tr A sa trace, det A son déterminant. A"sa puissance ti-ième. Si A est inver- 

Pour une fonction ii (x, h )  ou i lx (.r) o n  notera i i  sa d6rivée par rapport h x et i i  sa dérivie par rapport h 1, 

argument e t ü  son conjugué. 

sible, A'' est définie pour n appartenant a Z. On notera dim F la dimension de l'espace vectoriel F. 

quand ces dérivées existent. 

Définitions 

Une application u ( w )  cle R dans R OU C est dite : 

I. SUITES R~CURRENTES 

Dans toute cette partie 1, le paramètre E est suppost5 strictement positif. 
On considkre des suites de nombres complexes, indexCes par Z . Si c = ( c , , ) , , ~ ~  est une telle suite, on 

note u ( c )  la suite u ( c )  = ( c _ , , ) , , ~ ~  . On dira que la suite c est paire si a (c) = c ,  que la suitc c est inlpnirc si 
u (c) = - c . On dira que c est bornde à droite si { c lr ,  n 2 O) est borni. On dira que c est bornk si cet a ( c )  
sont bornies a droite. 

Soit E > O et h E R. On note Li,c l'ensemble des suites c = (c;,),,,, , v6rifiant : L, E 
E c,,+, + (4 t1Z-A) c,, + e Cp, = O , v t l  E z . 

Pour abréger on notera simplement L = LA.* s'il n'y a pas d'ambiguïté. De même on notera B+ Ra,,+ le sous- 
espace vectoriel de 1- formi des suites born6es à droite, et 13 = UA le sous-cqxicc vectoriel de 1. forin6 ilos 
suites bornies. 

1 .  Montrcr ytic 1, est un espace vectoricl de dimension 1. dont une hase cst forn i tk  d'une suite paire et cl't~nc 
suite impaire. 

Soit cet ddcs élinients de L. Montrer que : 

c,, (Ill+ 1 - Cl'+ 1 tt, = 'Q n, - ('1 rt ,  , v t1 E z . 

. 2. Soit c E B+ . Étudier la convergence de c,, quand n tend vers + 
Montrer que B+ est de dimension au plus égale li 1 .  

Toiinlcz IU S.V.P. 



3. Soit c un ClGment de €3. Montrer qiie c est paire ou impaire. hlontrer'quc la borne supcrirure hl de 
I'cnscnildc { I c,, I , n E i! est atteinte, Montrcr que si h < - 7 E . : h r s  (.est In suite nullc. 

4. O n  note A, =: max (A , O). Soit c E €3 CI 1) un  entier strictement positif. 
Montrer que pour tout t i  tel que tz 2 p + 1. ( A  + on a : 2 

h4 ( 2 E)" 
I CtI I 5 

(4 II2 - h ) ( 4 ( t l  - 1)' - h)  ... ( 4 ( n  - p 4- I ) Z  - A) 

I I .  &RIES DE FOURIEK 

Dans cette partie 011 suppose cncorc E > O, et o n  considkre I'iqtiation ( Ei.L). 

1 .  Soit i i  (.VI ilne fonction n-ptkiodique cic R dans C cle c1;issc C". et soit Z,lcz c,, exp ( i  2 t1.d s a  s2rie de 
1:ouricr. On note c la suite ( c ~ J , , ~ ~  iIVcC : 

2. Soit i l  ( x )  une solution n-périodique de (EJ. Montrer que la fonction i l  (x )  se prolonge en une fonction 
holomorphe sur C tout entier. 

3. Soit I I  (s) une fonction de R dans C de classe Ca, n-antipiriodiquc. et soit X t l a z  c:, exp (i(2ti  + i )x )  
ski siric de Fourier. On note c' la suite ( c : , ) , ~ ~ ~  iivec : 

On considère les ensembles suivants de matrices carries d 'ort lr~ 2 : G = [ ( (' " )  , il, b, c; d E R; i i t l -  bc 5 1 
c (1 

On admettra le fait que ce sont des groupes multiplicatifs. 




