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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES GENERALES
SESSION DE 1990 Durék : 6 heures CONCOURS EXTERNE

Calculatrice électronique de poche — y compris calculatrice programmable et alphanumérique — d fonc-
tionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément d la circulaire n® 86-238 du 28 juillet 1956.

La clarté et lu précision de la rédaction seront prises en compte dans lappréciation de la copie.

NOTATIONS ET DEFINITIONS

Tout espace vectoriel de dimension finie sur R est muni de la topologie associée a l'une quelconque de
ses normes, '

Si ¥ est un espace vectoriel réel euclidien de dimension finie, on note (x1y) le produit scalaire de deux
vecteurs xet yde ¥ et llxlh = [{x7x) la norme euclidicnne de x.

On associe a toute famille finie (x, x,, ..., x, ) de ¥ sa matrice de Gram, G (%), X3y .., ), définie par:

G(x,, X,..., %) = ((x1x;)).

On note id I'application linéaire identité de ¥.

fg désigne la composée fo g de deux éléments de £ (¥'), et on définit f*, pour tout k de N, par: f°=id
etYAEN, fA*1 = fhof

ker (f), im (f), det (f). rg (f) désignent respectivement le noyau, Fimage, le déterminant et le rang d'un élé-
ment fde .2 (¥).

On munit #(¥') de la norme usuelle d’opérateurs déduite de celle de ¥* (on rappelle que, si f appartient
AL (V) 0f1 = sup (IfF(x)N).

hxil £ 1
Si f appartient a & (¥’), on définit son polynome caractéristique %y par:
Vh €ER, x{(A) = det(hid—f).
On note p (f) le rayon spectral de £, c’est-a-dire le plus grand module des racines réelles ou complexes de
% (onconviendra, lorsque ¥ =10}, que x,= 1 et p (f) = 0).

" On admettra que :

(p(f) < 1)e ( lim fr'-——o)a(aker\: LHFAE < 1),

- 4+
\p+

On note f* lopérateur adjoint de f.

On définit les sous-ensembles suivants de &2 (%)

A(F) ={f€ L) IIfis1})
A ) =€ 20 1plf) < 1]
PV ={fE AN rglid—F*fy< 1!
G, 1) ={fs CMIpiN< 1!
Onnote G(V)le groupe erthogonal de ¥7
On note & (7)) Pespace vectoriel des endomorphismes symétriques de 7. On note FH7) la partic de
% (¥) constituée des endomorphismes symétriques positifs : on dit qu'un endomorphisme fde & (7) e\:st positif
(resp. défini positif) si et seulement si f vérifie : :

Yxe ¥ (x1f(x))20 " (resp.Vx€ ¥\{0}, (x| f(x)) > 0).

#, (R) désigne I'ensemble des matrices carrées d’ordre & a coefficients réels. On note I, la matrice iden-
tité d’ordre k.

On identifie R* avec I'ensemble des matrices colonnes a k lignes, et les éléments .de 4 (R‘) avec leur
matrice dans la base canonique de R* notée (E, , E,, ..., E;). R* est muni du produit scalaire canonique, de tslle
sorte que si A appartient a .#; (R), A* s'identifie avec la matrice transposée de A. On notera également X* la
matrice ligne transposée de la matrice colonne X de R*.
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R [T] désigne I'algébre des polynémes a une indéterminée T sur R.

SiP(T)=T~a,_,T*"' — ... — a,T — a, est un polyndme unitaire de R [T], on appelle matrice
compagnon de P la matrice C définie par :

o - - - - 0 gq
1 0 - . < 0 q

0

o - . - 0 1 a,._,

Dans tout le probleme, E désigne un espace euclidien de dimension n = 1.

Les parties II, IIT et IV sont indépendantes.

I
Questions utiles pour la suite du probleme.

A. Décomposition d’un élément de # (E).

1. Soit f, appartenant a & (E) définie par f,(x) = («! x) u ol w«est un vecteur donné de E.

a. Vérifier que f, appartienta ¥ * (E).
b. Préciser le rang de f, .
¢. Reconnaitre f, lorsque lull=1.

d. Si B est une base orthonormale de E, et si U est la matrice de « dans la base B, vérifier que la matrice de f,
dans la base B est UU*.

Dans toute la suite du probléme on notera wu® lapplication f,.

2. Soient wet v deux vecteurs de E ; a quelle condition a-t-on 1 ® = vw*?
3. Soit fappartenant 3 % (E). Montrer l'existence d’une base orthonormale (¢, , e,, ..., ¢,) et d'un n-uplet
n .
(A As.... ) deréelstels que f= Z Aee®.

i=4
Ouc représentent pour fles ket les g7 A quelle condition [ est-clic dans 27 (E)?

4. Soit f appartenant 2 ¥ (E). Montrer que f = 0 si et seulementsi Yx € E, (x!f(x)) = 0.
5. Soit f appartenant 3 #* (E) et xun vecteur de E. Montrer que f(x) = O siet seulement si (x| f(x)) = 0.

Soit f appartenant a2 & (E). Montrer que f appartient 3 & *(E) si et sculement s'il existe n vecteurs
(), t43,..., u,) de E tels que :
n
f=2 (TR T

iel
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